2. cviceni - teorie

Znaceni. Namisto x € R": V(x), kde V(x) je n&jaka vlastnost pro bod = € R",
budeme psat [V (x)].

B(z,r) ={y € R": p(z,y) < r} = [p(z,y) < r], kde p je euklidovskd metrika
na R"™.

Definice. Bud M c R™.

Rekneme, ze € R" je vnitinim bodem mnoziny M, pokud
Ir>0: B(x,r) C M.
MnoZina M je oteviend (v R™), jestlize je kazdy jeji bod zaroven vnitinim
bodem. VnitFek mnoziny M je mnozina vSech vnitinich bodi mnoziny M, zna¢ime

ji Int M (interior).
Rekneme, ze € R" je hraniéni bod mnoziny M, pokud

Vr>0: Bx,r)NM#0 a B(x,r)N(R"\ M) #0.

(Body, které jsou uvnit¥ mnoziny M spliuji prvni podminku automaticky a druhou
podminku ihned spliuji body mimo mnozinu M)

Hranice mnoziny M je mnozina v8ech jejich hrani¢nich bodi, znacime ji H(M).
Uzdver mnoziny M je mnozina M U H (M), znacime ji M.

MnoZina M je uzaviend (v R™), jestlize H(M) C M (respektive, pokud M =

Véta 4 (Charakterizace uzavienych mnozin). Bud M C R"™. Pak je ekvivalentni:
(a) Mnozina M je uzaviena.
(b) Mnozina R™ \ M je oteviena.
(c) Pokud posloupnost {x,}, C M konverguje k x, pak = € M.
Véta 2 (vlastnosti otevienych mnoZin).
(i) Prazdna mnoZina a R™ jsou oteviené v R™.
(ii) Libovolné sjednoceni otevienych mnozin je oteviena mnozina.

(iii) Kone¢ny prunik otevienych mnozin je oteviena mnozina.
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Véta 5 (vlastnosti uzavienych mnozin).

(i) Prazdna mnoZina a R™ jsou uzaviené v R"™.

(ii) Libovolny prunik uzavienych mnozin je uzaviend mnoZzina.
(iii) Kone¢né sjednoceni uzavienych mnozin je uzaviena mnozina.
Véta 6. Necht M C R". Potom plati:

(i) MnoZina M je uzaviena v R™.

(ii) Mnozina Int M je oteviena v R™.

(iii) Mnozina M je oteviena v R"™, pravé kdyz M = Int M.

Mnozina Int M je nejvétsi oteviena mnozina obsazend v M (tj.je-li G mnozina
oteviend v R" t. z. G C M, pak G C Int M'). Podobné M je nejmensi uzaviena
mnozina obsahujici M.

Véta 8 (Operace se spojitymi funkcemi). Necht M C R,z ¢ M, f: M — R, g:
M — R,c € R. Jestlize f a g jsou spojité v bodé = vzhledem k M, potom také
funkce c- f, f + g a f - g jsou spojité v x vzhledem k M. Pokud navic funkce g je
nenulova v bodé x, pak je spojita i funkce g v bodé x vzhledem k M.
Véta 11. Necht f je spojita funkce na R™ a ¢ € R. Potom plati:

(i) Mnozina {x € R™; f(x) < ¢} je oteviena v R™.
> c} je oteviena v R™.
< ¢} je uzaviena v R™.

f(x)
(ii) Mnozina {x € R"™; f(x)
f(x)
f(x)

)
)
(iii) MnoZina {x € R"; f(x
(iv) Mnozina {x € R"; f(x) > c} je uzaviena v R".
)

(v

Poznamka. Je-li M = [f > ¢| , pak [f = ¢] je zpravidla hranici mnoziny M.
Zadnou takovou vétu jste vSak na prednaSce neméli, proto je potfeba to v daném
pripadé dokazat z definice.

Mnozina {x € R"; f(x) = ¢} je uzaviena v R™.

Fakt. Bud M C N C R™. Potom plati:
(a) Mnozina Int M je oteviena, Int M C M a Int M C Int N.
(b) MnoZina M je uzaviena, M C M a M C N.
(c) H(M)=H[R"\ M).
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(d) H(M)NInt M = 0.

= Int M U H(M) U Int (R" \ M).

e

f) Mnozina M je oteviena pravé tehdy, kdyz M = Int M.

)
(e) R
(f)
(g) Mnozina M je uzaviena pravé tehdy, kdyz M = M.

Navod (vizte vzorové vyfeseny piiklad 2 (f))

e Prevést to na vétu 11 - vyjadiit mnozinu M napt. jako [f > ¢] pro spojitou
f apod.

e Vyuzit véty 2 a 5 (pruniky a sjednoceni ot. a uz. mnozin).
e Urcit hranici - obvykle je hranici néco jako [f = c].

e Pokud H(M) C M, pak je M uzaviena, pokud H(M) N M = (), pak je M

oteviena. Jinak M nenf ani jedno.
Urceni hranice

e 7 definice

e Je-li M = [f < ¢], pak je [f = c] hranice. To se ukaze takto: zvolim
[x,y] € [f = ¢] ar > 0 libovolné. Pak uvazuji 6 € (0,7) a ukazu, Ze
[,y+0] € M a [x,y — 0] ¢ M, nebo naopak. (pfipadné pracujis [z £ 9,y]).
Tim dokazu, ze [f = ¢|] C H(M). Potfebuji jesté ukazat, ze ostatni body
nejsou hrani¢énimi. Dale vim, Ze [f > ¢] je ot. mn. Proto, pro [z,y] € [f > ]
existuje 7 > 0 t.z. B([z,y],r) C [f > ¢], tedy [z,y] nemiZe byt hrani¢nim
bodem.
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